Chapitre 2 : Calcul matriciel

Opérations matricielles

Les opérations sur les vecteurs vues dans le chapitre précédent s’étendent naturellement aux
matrices. On dit que deux matrices A et B de taille m x n sont égales si elles ont la méme taille
et que les coeflicients sont tous égaux deux a deux : pour tout 1 <7 <m,1 < j < n, a;; = by;.

— Nous noterons M, (R) 'ensemble des matrices m X n.

— Nous dirons qu’une matrice est carrée si elle a autant de lignes que de colonnes. On pourra

dire qu’une matrice de taille n X n est carrée de taille n.

— Nous noterons M,,(R) I'ensemble des matrices carrées n x n.

— Nous noterons Op,xn € My, (R), la matrice m x n dont toutes les composantes sont

nulles.

— Nous noterons 0,, € M, (R), la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients sont

nuls.

— Nous noterons I, € M, (R), la matrice carrée de taille n dont toutes les composantes

sont nulles hors de la diagonale et valent 1 sur la diagonale.

— Une matrice est dite diagonale si tous ses coefficients sont nuls, sauf ceux qui sont sur la

diagonale : a;; = 0 si i # j.

— Une matrice est triangulaire supérieure si tous les coefficients strictement au-dessous de

la diagonale sont nuls.

— Une matrice est triangulaire inférieure si tous les coeflicients strictement au-dessus de la

diagonale sont nuls.

Somme de deux matrices et multiplication par un scalaire

Somme de deux matrices

Soit A = [a;;] et B = [b;;] deux matrices m X n, alors la somme A + B est la matrice m x n
donnée par :

ail o Qlp bin -+ bin a1 +bu - ain tbin

a1 - Qgp b1 o+ bop ag; +ba1 oo agp +boy
A+B=| . . ] . =

am1  ° Qmn b’ml e b?nn am1 + bml c QT b’mn

Remarque importante 2.1

Attention, on ne peut additionner que des matrices de méme taille.
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. . {1 2 3}+{7 8 9}_{8 10 12}
xemple- 14 5 6 10 11 12] ~ |14 16 18

Multiplication d’une matrice par un scalaire

Soit A = [a;;] une matrice m X n et A € R, alors le produit de la matrice A par le scalaire A
est la matrice m x n donnée par :

ail o Gln Aair o0 Aaig

as1 - Q2n Aagr - Aagy
AM=X| . ) . =

Am1 e Amn )\aml e Aamn

1 2 3] [=5 —10 —15
Exemple. —5 {4 5 6}_[—20 _25 30

Théoréme 2.2

Soit A, B, C trois matrices de taille m x n, A, p deux scalaires et notons 0,,x, la matrice nulle
de méme taille que A, B et C. On a alors les propriétés suivantes :

commutativité de I’addition A+ B =B+ A
associativité de ’addition A+ (B+C)=(A+ B)+C
élément neutre pour I’addition A + 0,,x, = A
distributivité 1 A\(A + B) = AA + AB

distributivité 2 (A + p)A = AA + pA

associativité de la multiplication A(pA) = (A\u)A

Démonstration. 11 suffit de I'écrire, étape apres étape, en appliquant les propriétés d’addition et
de multiplication des réels a chaque composante des matrices. O

Multiplication matricielle
Définition du produit matriciel

Nous avons vu au chapitre précédent comment multiplier une matrice et un vecteur. Nous
avons vu que cela correspondait a appliquer une application linéaire a ce vecteur. Nous allons
maintenant voir comment multiplier deux matrices entre elles. Cela correspond a composer deux
applications linéaires.

Soit A une matrice m x n, et T4 : R™ — R™ D'application linéaire associée. Soit B une
matrice n X p, et T : RP — R™ D'application linéaire associée. Soit T € Rp.
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multiplication par B multiplication par A
L] TB L] TA [ ]
R L Ry
TA o TB

multiplication par AB

Le produit de la matrice A avec la matrice B, noté AB est la matrice associée & I'application
linéaire Ty o Tg, la composition de T4 apres T :
(T4 o Tp)(7) = (AB)Z pour tout @ € RP.

Or
(Ta o Te)(T) = Ta(Ts(2)) = A(BT),

nous devons alors avoir, par construction, (AB) @ = A(BZ).

En pratigue, comment calculer AB?
Notons by, -, b, les colonnes de B et x1,--- ,z, les composantes de 7. Alors

— —
3721‘11)1 +'-'+$pbp.

Donc, par linéarité, R .
A(BT) = 1 Aby + -+ -+ x,Ab,.

Alors, pour avoir I'égalité (AB)Z = A(BZ), on définit les colonnes du produit AB comme

— —
étant Aby, -, Abp.

1 2 3 T8
Exemple. Soit A = {4 5 6}’32 9 10]|. Alors
1 12
7
Ab_>—{1 2 3} 9 _{ T+2-9+43-11 }_{58}
"4 5 6 1] W TH5-9+6-11)  [139)
— 1 2 3 8 64 58 64
De méme, Ab2:|:4 5 6} 10 :{154]DOHCAB:{139 154]

12
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En pratique, on utilisera plutot la regle ligne-colonne expliquée ci-dessous, pour multiplier
les matrices.

Remarque importante 2.3

Remarquons que pour les dimensions des matrices : A une matrice m x n, B une matrice
n X p, la matrice A a autant de colonnes que B a de lignes. Cette condition est nécessaire, et
il faudra y étre attentif lorsque I’on multipliera des matrices entre elles.

Cette condition est en effet nécessaire pour que la composition Ty o Ty soit définie : I’espace
d’arrivée de B doit étre identique a l’espace de départ de A.

Cette condition est aussi nécessaire pour que chacun des produits matrice-vecteur AE) soit
défini.

La matrice AB est de taille m x p (elle envoie un vecteur de R? dans R™).

Remarques 2.2.0.4. 1. Un vecteur de RP peut étre vu comme une matrice p X 1. Le produit
matrice-vecteur est cohérent avec le produit matriciel dans ce cas.

2. 5i A est de taille 1 x n et B est de taille n x 1, alors AB est de taille 1 x 1. Autrement
dit, AB est un scalaire.

b1
[al an] =a1by+ - +apb
~—_——
1xn bn eRrR
——
nx1

3. Si A est de taille m x 1 et B est de taille 1 x n, alors AB est de taille m x n.

a a1b1 a1b2 albn
! azby agby -+ agby
[51 bn} =
—_——— : :
a 1xn
e ambt  ambs -+ ambn
mx1

4. Il est toujours possible de multiplier des matrices carrées de méme taille. Le résultat est
une matrice carrée de méme taille. Il est par contre impossible de multiplier des matrices
carrées de taille différente.

5. Les multiplications successives d’une matrice carrée par elle-méme peuvent étre notées
comme une puissance :

A=1,, A'=A, A?’=AA, A"=AA.-.-A.
k foi

Exemple. Calculer en exercice, les puissances successives d’'une matrice diagonale.
Reégle ligne-colonne

ﬁ
On a vu que la j-éme colonne du produit AB s’écrit Ab;. Qu’en est-il de chacune des com-
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posantes de ces colonnes ?

a1 a1n | [y a11byj + ai2ba; +

N as1 a2n, | | b2; az1b1; + ageba; +
Abj = . = .

Am1 Amn bnj CLrnlblj + am2b2j +
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R alnbnj
e a2nbnj

et amnbnj

Chaque composante de cette colonne est le produit d’une matrice ligne par une matrice colonne

(voir point 2 de la remarque 2.2.0.4).

Donc, si on note AB = C, on a la composante ¢;; qui correspond au produit de la i-eme

ligne de A par la j-eéme colonne de B : ¢;; = a;1b1; + aiobaj + -+ +

a11 ai2 Q1n C11
: : : buy by bip :
: : : bo1 baj ba :
a1 ;2 Qin . . . = Cil
bnl b'n,_j bnp
am1 Am?2 Amn Cm1
1 -1 2 2 4
Exemple. Si A = {3 0 _2} et B= |1 —1|, alors
0 1
AB_{1~2—1-1+2~0 1-4 1~(—1)+2~1}
T 13-240-1-2-0 34+0-(—1)—2-1

Théoréme 2.5

définis. Soit A € R, on a :

1. A(BC) = (AB)C

2. A(B+C)=AB+ AC

3. (A+B)C = AC + BC

4. M(AB) = (M)B = A(\B)
A=Al etl,, A=A

ainbnj

C1j Cip
Cij Cip
ij Cmp

Soit A une matrice m x n et B et C' des matrices telles que les produits ci-dessous soient
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Remarque importante 2.6

Certaines habitudes prises avec la multiplication des nombres réels doivent disparaitre avec
le calcul matriciel. Notamment, le produit matriciel n’est pas commutatif. C’est-a-dire que
I’égalité AB = BA est fausse en général. En fait, il se peut méme que AB soit défini, mais
pas BA. De plus, il se peut que deux matrices A et B soient non nulles, mais que leur produit
soit nul !

., _ |0 1 _j0 1 _
SmtA—{O 0} etB—{O 1},alorsAB—{

0 1

0 0} ot BA= {0 O]

0 0

De méme il est possible d’avoir B # C, mais AB = AC pour une certaine matrice A. Par

exemple7si,4:[(1) 0},3:& g},czﬁ ﬂ.AlorsAB:AC:[(l) (ﬂ

Transposée d’une matrice

Définition 2.7 Matrice transposée

Soit A une matrice de taille m x n. La transposée de A, notée AT, est la matrice de taille
n X m dont les colonnes sont les lignes de A.

12 3 o
15 6},&101"514 =

W N =
S O

Exemple. Si A = {

Théoréme 2.8

Soit A et B deux matrices telles que les sommes et les produits ci-dessous aient un sens. Alors,
on a :
— (AT =4
— (A+B)T = AT + BT
— (AT = AT
— (AB)T = BT AT
Démonstration. Exercice O
2 1
. 1 2 -1 3 10
Exemple. SIA—L) 9 1},3—{71 9 2},etC— -1 1],
0 2
1 0 3 -1
alors AT=12 —2/,BT=1{1 2,07 = E _11 g}
-1 1 0 2

On a (AT)T — {1 2 ‘1}
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4 -1
}etAT—i—BT: 3 0
-1 3

4 3 -1

avp=" %

AC = {2 0},(AC)T: {(1’ (ﬂ,et CTAT — E g}

Définition 2.9 Matrice symétrique

Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est symétrique si A = A”. Dans ce cas, les

coefficients de A vérifient a;; = a;;. On dit que A est antisymétrique si A = —AT. Dans ce
cas, les coeflicients de A vérifient a;; = —aj;.
1 2 - . s . 2 . Lo
Exemple. 9 3 est symétrique, et pas antisymétrique. La matrice 9 0 est antisymeétrique

et pas symétrique.

Remarques 2.2.0.10. 1. Si A est antisymétrique, la diagonale de A est nulle, car tous ses
€léments vérifient a; = —ag;.
2. La matrice nulle est a la fois symétrique et antisymétrique (c’est la seule).

3. La matrice identité est symétrique.

1 2] | . L . . .
3 4 n’est ni symétrique nt antisymétrique.

Théoréme 2.11
Toute matrice A de taille n X n est la somme d’une matrice symétrique et antisymétrique.

Démonstration. On a les égalités suivantes :

4. la matrice {

A =14+14

=1A+14+0,

= 1A+ 1A+ 1AT 14T

AT AT 4 A AT

= H(A+ A7)+ J(A - AT)
Or A + AT est symétrique car

(A+ ATYT = AT 4 (AT)T = AT 4 4,

et A — AT est antisymétrique, car

(A—AT)T = AT — (AT)T = AT — A= —(A— A7),
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Exemple. Soit A = { 1 2}, alors 1(A+ AT) =

2 -1 . . -
s 4 { } est symétrique, et 5(A — A") =

N[ =

0 5
1 . -
5 {75 O} est antisymetrique.

Matrices inversibles

Définition 2.12 Matrice inversible

Une matrice carrée A € M, (R) est inversible s’il existe une matrice B € M, (R) telle que
AB = BA =1,,. On note alors A~! I'inverse de A.

Exemple. E ﬂ et {_21 _23} sont inverses 'une de l'autre. En effet,

IR

TS R

Remarques 2.2.0.13. 1. Si une matrice A est inversible, son inverse est unique. En effet, soit
B et C deux matrices telles que AB = BA =1,, et AC = CA = 1,,. Alors d’une part,
C(AB)=CI,=C et (CA)B=1,B =B, donc B=C.

2. Seules les matrices carrées peuvent étre inversibles. En effet, pour que la double égalité
AA™Y = A7'A = 1, soit définie, il faut que A et A~! aient chacune n lignes et n
colonnes.

et

Dans R, on peut diviser par tout nombre non-nul. Autrement dit : tous les nombres sont
inversibles, sauf 0. Cela permet de résoudre des équations. Par exemple, si on a 4 = 13, on en

déduit x = i -13. Mais cela ne se généralise pas naivement aux matrices. C’est-a-dire que si on a

— —
une équation vectorielle A7 = b , on ne peut pas écrire 7= % b . Notons que c’est I'unique et

derniere fois que nous noterons une fraction avec une matrice au dénominateur. Cette notation
est mathématiquement incorrecte et ne doit jamais étre utilisée. Par contre, si A est inversible,

. . . P a7
et seulement si A est inversible, on pourra écrire @ = A1 b .

Théoréme 2.14 Propriétés d’une matrice inversible

. Si A € M, (R) est inversible, alors A~! est aussi inversible, et (A71)~! = A.
. Si A, B € M, (R) sont inversibles, alors (AB)~! = B~1A~!.

. Si A € M,(R) est inversible et A € R*, alors AA est inversible, et (\A)~! =
. Si A € M, (R) est inversible, alors (A7)~ = (A=1)T.

141
14

N
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Démonstration. 1. En effet, par définition, AA~1 = A='A =1,,, donc A est I'inverse de A1,
2. Vérifions que B~*A™! est I'inverse de AB :
(AB)(B™*A ™YY= A(BB HA™ ' = AT, A" = AA™' =1,.
(B'A™Y(AB)=B"YA1'A)B=B"1,B=B"'B=1,.

1 _1) 1.,
— = — = 1 - .
()\A (M) = M A=1L, = 1,

1 1
AA (—A*I) =A\-AA" =11, =1,.
(AA) \ \

4. Si A est inversible, alors AA™! =1, = A7'A, donc (AA™H)T =1 = (A71A)T, donc
(AH)TAT =1, = AT(A~1)T. Ce qui montre que AT est inversible, et son inverse est
(A-1)T.

U

Déterminer si une matrice est inversible et calculer un inverse

Concentrons-nous dans un premier temps sur le cas n = 2, et prenons l’exemple de A =

E’ ﬂ On cherche Dexistence d’une matrice A=1 = {Ccl Z} telle que AA™! = A=A =T,.

3 1||a b| _ 3a+c 3b+d| |1 0
Ona& 2} L d}_ﬂ2®{5a+20 5b+2d}_{0 1}

Autrement dit, pour déterminer ’existence de tels a, b, ¢, d, on doit résoudre les systemes

3a+c=1 3b+d=0
564 +2c=0"|50+2d=1"

Premier systeme :

|:3 1 1:| L2 < 3L2—5L1 73 1 1 ]
5 2 0 ~ 0 1 -—5]
L1 < L17L2 _3 0 6 T
~ 0 1 -—5]
Li+ 3L 1 0 2]
~ 0 1 —5]
Donc a = 2,¢ = —5.
Deuxieme systeme :

|:3 1 0:| L2 < 3L275L1 >3 1 O:|

5 2 1 ~ 0o 1 3
Li+Li—L, [3 0 —3}

~ 0 1 3
L1 < %Ll _]. 0 _].:|

~ 0 1 3
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Donc b = —1,d = 3.

Comme les deux systemes sont compatibles, 1’égalité E ﬂ {Z 2} = I, est vraie pour

a=2,b=—-1,c=-5,d=3.

. s bl [3 1 . .
Vérifions que ’égalité {CCL } { } =I5 est aussi vraie avec ces valeurs :

dl b 2
{2 —1} {3 1} I
-5 3] 2] *
. 1 2 -1
Donc on a bien que A™" = .
-5 3
Considérons maintenant, comme deuxiéme exemple, la matrice A = E ﬂ On cherche

Iexistence d’une matrice A=! = {Z Z} telle que AA™! = A71A =L,

1 1| {a b
Ona{l 1Hc d

ate brd _[10]

:H2<:>LZ+C b+d 0 1

Autrement dit, pour déterminer ’existence de tels a, b, ¢, d, on doit résoudre les systemes
a+c=1 [b+d=0
at+c=0"|b+d=1"

R . . 1 1 .
Ces deux systemes ne sont pas compatibles, donc la matrice {1 J n’a pas d’inverse.

Les exemples ci-dessus montrent que dans le cas d’une matrice 2 X 2, on a deux systemes
a deux équations et deux inconnues chacun a résoudre. Pour une matrice n x n, on aurait n
systemes, a n équations et n inconnues chacun. Nous verrons a la section 2.5, une méthode pour
résoudre tous ces systémes en méme temps.

Cas particulier n = 2

1 _
A= [a b} est inversible si et seulement si ad—bc # 0, et dans ce cas A~! = { d b} .
c d ad —bc l—c a

e o 1{4 4}_{—2 1}
Exemples. 1. A= {3 4} est inversible et A =53 1|7 % _%

2. A= E ﬂ n’est pas inversible, car dans ce cas, ad — bc = 0.

Le nombre ad — be s’appelle le déterminant, et nous reviendrons sur cette notion au chapitre
3.

Matrices inversibles et systémes
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Théoréme 2.15 FEquation matricielle avec matrice inversible

— -
Soit A une matrice n X n. Si A est inversible, alors pour tout b € R", A7 = b admet une

. . 7 p— %
unique solution donnée par A=' b .

Démonstration. Montrons que
L . —
1. A71b est solution de A7 = b ,

%
2. A7 b est 'unique solution.

L A(A8) = (44 ) B =1,5 = 0.

2. Soit ¥ ume solution de A7 = Z} Alors AW = ? Donc A~'AW = A‘lﬁ. Donc ¥ =

_>
Al
O
Matrices élémentaires
Définition 2.16 Matrice élémentaire

Une matrice carrée de taille n X n est une matrice élémentaire si elle peut étre obtenue a partir
de la matrice identité I,, a ’aide d’une seule opération élémentaire sur ses lignes.

Il y a donc trois types de matrices élémentaires (illustrés ici dans le cas n = 3).

1 0 0
Typel L; <+ L; (0 0 1
01 0
1 0 0
Type 2 L; < A\L; avec A€ R* |0 XA O
0 0 1
1 0 0
0 0 1
1 0 1
Exemple. [0 —2 0| n’est pas une matrice élémentaire, car il faut deux opérations élémen-
0 0 1

taires pour transformer cette matrice en la matrice identité.

Propriété 2.17

Soit A une matrice m X n et F une matrice élémentaire de taille m. Alors E A est la matrice
obtenue & partir de A avec 'opération élémentaire correspondant a E. Donc EA ~ A.
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Remarques 2.2.0.18. 1. Attention! On a bien multiplié A par la gauche : EA.

2. La taille de E ne peut pas laisser place au doute : si E agit sur les lignes de A, alors E
doit avoir autant de lignes que A.

0 1lfa b ¢] [d e f}
Exemples. 1. {1 O} LZ . f} = Ll b

2 {(1) (2)} B Z Jc‘} - {;d Qbe ch}

3 B (1)} B e ;}:{Qaid 2bl~)ke 2cif}

Propriété 2.19

Si E est une matrice élémentaire, alors E est inversible. De plus, E~! est une matrice élémen-
taire de méme type que E.

Démonstration. Chaque opération élémentaire est inversible :
1. L; <+ L; a pour inverse L; <> L;.
2. L; + AL; a pour inverse L; < %Li.
3. L; < L; + AL; a pour inverse L; < L; — ALj;.

Il suffit donc, pour prouver la proposition, de considérer la matrice élémentaire F' correspondant
a 'opération élémentaire inverse de celle de F, et on a alors : EF = FE =1,. O

Propriété 2.20

Soit A une matrice de taille m x n. Si R est la matrice échelonnée réduite associée a A. Alors
il existe des matrices élémentaires E1, ..., Ey, telles que Ey --- E1A = R.

Démonstration. Chacune des F; correspond a 'opération élémentaire effectuée a la i-eme étape
d’échelonnage et réduction de A. O

Méthode de calcul de A~!

Théoréme 2.21 A inversible & A ~ 1,

Soit A une matrice de taille n x n. Nous avons alors 1’équivalence A est inversible < A ~ I,,.
De plus, toute suite d’opération élémentaires transformant A en I,,, transforme I,, en A~1.

Démonstration. (=) Supposons A inversible. Alors le théoréme 2.15 et le théoréme 1.1.3.48
impliquent que A a un pivot par ligne. Or A est une matrice carrée, donc les pivots sont
sur la diagonale. Donc la matrice échelonnée réduite de A est I,,.
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(<) Supposons que A ~ I, alors il existe des matrices élémentaires E1,..., Ey, telles que
Ey---E1A=1,. Comme chacune des E1,..., FE; est élémentaire, elle est aussi inversible.
Et leur produit I’est aussi. Donc

Ey---BiA=1,= (B - E1) 'Ey-- E1A= (Ey-- Ey) 'L,
Donc A = (Ey, - E1)" !, = (Eg -+ E1)~L. Donc A est inversible et
AY'=FE,...E,=E,---E-1,.
Donc la suite d’opérations élémentaires qui transforment A en I,, transforme aussi I,, en

AL
O

Ce théoreme nous donne une méthode pratique pour savoir si une matrice est inversible, et
pour calculer son inverse.

Pour savoir si une matrice carrée de taille n est inversible et en méme temps calculer son
inverse, considérer la matrice [A L,].

Effectuer sur [A ]In} les opérations élémentaires qui permettent de réduire A.

Si lors de la réduction, il y a une ligne dont les n premiéres composantes sont nulles, alors la
matrice A n’est pas inversible.
Si la matrice A s’échelonne puis réduit en I,,, alors la matrice [A ]In] s’échelonne et réduit

en [Hn A’l] avec la méme suite d’opéraions élémentaires.

1 0 -1
Exemples. — Lamatrice A= | 2 1 —2] est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.
-1 1 2

1 0 -1 100 (1 0 -1 1 0 0
2 1 -2 0 1 0 =0 Jo 1 0 210
-1 1 2 0 0 1 -1 1 2 0 0 1
L Lol 1 0 -1 1 0 0

3 < L3 1
~ 01 0 -2 10
0 1 1 1 0 1
L (1 0 -1 1 0 0

3 < La—L2
~ 01 0 -2 1 0
0 0 1 3 -1 1
L (1 0 0 4 -1 1

1 L1 3
~ 010 -2 1 0
o 01 3 -11

4 -1 1
Donc A est inversible, et l'inverse est A~' = [—-2 1 0].



